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4 Einfdhrung in die Integralrechnung

4.1 Grundlegende Uberlegungen

Wir wollen uns die Integralrechnung an Hand der Berechnung des Inhaltes krummlinig be-
grenzter Fléachen einsichtig machen, obwohl dieses Problem in der Praxis der Integralrech-
nung nur eine untergeordnete Bedeutung hat. Der Vortell dieses Problems bei der Erarbeitung
der Integralrechnung und ihrer Regeln liegt in der Tatsache begriindet, dal3 die Berechnung
des Flacheninhaltes eine anschauliche Deutung aller Rechenschritte erlaubt.

Problemdefinition:  Berechnung der schraffierten Flache gemal3 Skizze unterhalb der
Funktion f(x) im Intervall [a, b]:

Ohne weitergehende Kenntnisse kdnnen wir zwei

Naherungen fur den Flacheninhalt angeben: i
f(yr—3 —f (X
Néherung; F>(b-a)-f(a) RN
(Rechteck 1-2-3-4) f(a) yry
2. Naherung: F<(b-a)-f(b)
(Rechteck 1-2'-3'-4)
Die 1. Naherung ergibt offensichtlich einen kleineren a b "X

Flacheninhalt als die schraffierte Flache, wahrend die
2. N&herung einen grofieren Wert aufweist. Wir haben dadurch zwei Grenzen fir den
Flacheninhalt gefunden, zwischen denen der wahre Wert tatséchlich liegen muf3!

Wenn wir das Intervall [a, b] in klei-

nere Unterintervalle einteilen, so kon- v i £ (%)

nen wir die Genauigkeit verbessern. v Ol

Die Summe der Flacheninhalte der f(X) q====------= fff

schraffierten Rechtecke st sicherlich e
Vs

genauer alsder Wert der 1. Néhe-
rung(machen sie sich dies bitte selber
klar!):

F>Un;

Up =2, F(6) (Xie1—%) a X
i=1 Xii1

(e
X

Auch in diesem Falle kann man
generell feststellen, dal? der wahre
Flacheninhalt grof3er ist als der Wert dieser sogenannten ,, Untersumme®* U,.
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Betrachten wir nun die Rechtecke in der neben-
stehenden Skizze. Hier gilt sicherlich, dal3 der YA 7
: > ) e — A/
wahre Flacheninhalt kleiner ist als die der soge- f (X ) o=
nannten ,, Obersumme* O,: 7

n
F<On; Onzzf(xi+1)'(xi+l_xi)
i=1

Fallswir nun diese Verfeinerung weiter fort-
setzen und die Anzahl der Rechtecke Uber alle
Grenzen wachsen lassen, so mu3 sich ein a X b
Grenzwert ergeben, wenn die Genauigkeit mit X1
zunehmender Anzahl n steigt. Falls die beiden

Grenzwerte limU,, und lim O, existieren und identisch sind, wird aus der Ungleichung
N— oo N— oo

X

ol |

Uy < F < 0Oy

in diesem Grenzfall die Gleichung

Unter diesen Bedingungen nennt man die Funktion f(x) integrierbar. Damit ist die
Bestimmung der eingangs definierten Flache exakt durchfihrbar:

F=1lim Y, (%) (X:1-%)

N— o i=1

Die Berechnung des Grenzwertes dieser Summe nennt man ,,integrieren. Wir werden uns
nun ausfuhrlich mit seiner Berechnung beschéaftigen. Zur abgekirzten Notation dieser Summe
mit ,,unendlicher” Anzahl von Gliedern hat sich folgende symbolische Schreibweise durch-
gesetzt:

n b
F=1imY f(%) (X —%)=]f(x) dx | = SilisiertesSummenzeichen
N—eoj=]1 a

Die Werte a und b nennt man ,, | ntegrationsgrenzen®.

Aus dieser Definition ergibt sich, y A
dal3 Flachenanteile unterhalb der f (x)
x-Achse negative Beitrége lie- As

fern, daf (x) < 0 gilt und damit Aq

die Glieder der Summein die-
sem Bereich negative Werte
aufweisen: ‘

QD
e
Ky

(e
<V

Mit der Formel

n b
F=1limX f(x) (X —x )= f(x) dx

N—>o0j=]
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erhdlt man daher die Differenzflache A; - A, + Az, wenn diese A; die (immer positiven!)
Mal3zahlen fur den Flacheninhalt darstellen. Falls man die tatséchliche Gesamtfl&che benttigt,
muf3 das Integrationsintervall entsprechend aufgeteilt werden:

t, t, b 3
M=lfd; A=-[fgax;  Ag=[f(0d; Ass=D A
a t t, i=1

1

Nullstellen im Integrationsgebiet sind also entsprechend zu beachten!

In der Praxis ergeben sich aber durchaus Félle, in denen die , Differenzflache” interessant ist,
dadie Interpretation des Ergebnisses von , Integralen” nicht immer tatséchliche Flachen sein
mussen! Man mul3 sich daher bei Anwendungen genau Uberlegen, was das Integral eigentlich
bedeutet.

4.1 Elementare Integrationsregeln

Bevor wir uns mit den Techniken zur Ermittlung dieser Summen mit unendlich vielen Glie-
dern beschéftigen (das nennt man ,,integrieren”), wollen wir uns einige Regeln ansehen, die
man verstehen kann, ohne zu wissen, wie man die,, I ntegrale” tatséchlich berechnet:

) [f(dx=0

Diese Aussage bedeutet, dal3 die Flache eines Flachenstreifens mit einer Breite > 0
verschwindet. Diesist sicher sehr anschaulich.
b a
2 [fedx=—]f(x)dx
a b
Diese Regel besagt, dal3 die Flache mit negativer Breite auch negativ wird. Die negative
Breite wird durch das Vertauschen der Integrationsgrenzen dargestel It!
b c b
3 Jfeodx=[fdx+ [ f(x)dx
a a Cc
In dieser Regel wird nur ausgedriickt, daB man  y i
die zu berechnende Flache im Intervall [a, b]
auch erhalt, wenn man dieses Intervall in [a, ]
und [c, b] aufteilt. Dies sieht man sofort an
Hand der Grafik ein, wenn man sich vorstellt,
dal3d der Wert fir c zwischen aund b liegt. Mit
einigem Nachdenken werden Sie sicher auch zu
der Uberzeugung gelangen, dal? diese Regel
unabhéngig von der Lage der Grenze c ist!? | !

f(X)

b b
4 [k fydx=k- [ f(x)dx

Diese Regel ist direkt aus der Summenformel herleitbar. Sie besagt nichts anderes, a's dal
sich ein konstanter Faktor (hier k) aus einer Summe ausklammern 1&3t.
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b b b
5  J(fe0+h()dx= [ f(x)ax + [h(x)dx

a
Auch diese Regel geht direkt aus der Summenformel hervor. Sie sagt aus, dal3 eine Summe,
die aus zwei Teilsummen besteht, sich auch dadurch berechnen 183, dal3 man zunéchst diese
Teilsummen berechnet und die beiden Ergebnisse dann addiert.

b b
6 as<xsba f(Oh(x) - [f)dx<[h(x)dx

Hier wird ausgesagt, dal3 die Flache unter der Funktion f(x) kleiner ist als unter der Funktion
h(x), wenn f(x) an jeder Stelle im Intervall [a, b] kleiner ist als h(x).

Erster Mittelwertsatz der I ntegralrechnung:

b
if(x)dx=u(b—a) A //Bé—:f(x)

f(f) ””””” T
mit A/

bzw.

lff(x)dx=f(§)-(b—a); as<é<b D C
) a & b

Mit diesem Satz wird die Aussage getroffen, dal3 es einen Wert fir & gibt, der im Intervall

[a, b] liegt und der die Eigenschaft hat, dal? das Rechteck, welches die Hohe f(&) und die Brei-
te (b - a) hat, den gleichen Flacheninhalt besitzt wie die Flache unter der Funktion f(x) im sel-
ben Intervall. In der Skizze bedeutet dies, dal3 die Fl&che mit der Begrenzung A B C D genau-
so gro3ist wiedie Flache A" B"CD !

Zweiter Mittelwertsatz der | ntegralrechnung:

b <4 b
[00-heydx = f(@)-[gx)dx + f (b)- g(x)cx
a a 4

f(x) = Monoton und beschréankt !

4.2 Eigenschaften der durch Integration gewonnenen Funktion

,» Unbestimmte I ntegration® wollen wir den Vorgang nennen, bei dem als obere (, rechte")
Integrationsgrenze eine Variable und kein fester Wert auftritt. Unter dieser V oraussetzung
entsteht durch die Integration der sogenannten Grundfunktion (oder I ntegrand) die Stamm-
funktion F(x):

F() = f(&de F (X) =Stammfunktion

f (X) =Grundfunktion oder Integrand
Rein formal schreiben wir im Integranden anstelle von x die Variable & um a's Ergebnis nach
Einsetzen der Grenzen wieder eine Funktion von x zu erhalten. Nun wollen wir uns die allge-
meinen Eigenschaften dieser neuen Funktion ansehen, die wir unabhangig von einer konkre-
ten Funktion f(x) formulieren kénnen.

Die neue Funktion ist stetig:

X
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lim F(x) = F(Xp) fir  xe[a,b] mit
X=X,

X X
F)=[f(@OdE i F(x) =] f(dé

Diesist leicht einsichtig, da die Stammfunktion F(x) den Verlauf des Flacheninhaltes unter
der Kurvef(x) im Intervall [a, x] beschreibt. Aus diesem Grund bleibt F(x) auch an der Stelle
Xo Stetig, selbst wenn die Grundfunktion f(x) an dieser Stelle unstetig ist. Nach dieser anschau-
lichen Begriindung nun die mathematische Berechnung der ,, Sprunghthe* 6, die null werden
mul3, falls F(x) an der Stelle X, stetig ist:

X X0 a X X
() S=F()-F()= [fdE - [1dE = [f()ds + [(&)de = [f(&)de
a a Xo a X0

Nach Satz 6) gilt:

J(=Kyax < [ f(x)dx mit (=k) < ()
X X

[f9dx< [kax mit f(x) <k
X %

Hieraus folgt eine , Intervallschachtelung” fur die rechte Seite von (*):

X X X
~Jkdx < [f(odx < [kax
% % %

X
—k(x=%g) < [ f(x)dx < k(x=Xp)
%
Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Ungleichung verschwinden fir x — xg! Daher

muf3 das Integral ebenfalls verschwinden:

- lim F(x) - F(x) = [f(x)dx =0
X=X, %

Damit ist der Beweis der Stetigkeit fir beliebige Integranden f(x) erbracht.

Wenn also d = F(X) - F(Xo) verschwindet, dann kann man auch vermuten, dai3 der Differen-
tialquotient von F(x) gemald

F'(x) = Ii F(x+AX)—F(X) '
X)= lim = |lim —
AX—0 A X Ax—0 A X

existiert, daja sowohl der Zahler als auch der Nenner gegen Null geht! Untersuchen wir nun,
wie die Ableitung von F(x) zu berechnen ist:
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AX X X+AX
F(X+Ax)-F(x) 1 “ 1
= f(é)dé—if(é‘)dé‘ == {f(&)dé

Nach dem ersten Mittelwertsatz gilt:

i-H{AXf(f)df:iﬁ(y)-Ax Mt  Xx<u<x+AX **) =
F —F 1 X+ AX 1
P = Jim ORISR [ g ag= = [t ax] = 109

X

dap fir Ax > 0 gegen x geht (s. Gl. (**))!

d X
SO prer

Diese Aussage ist von grundlegender Bedeutung, denn sie formuliert die Tatsache, dal3 der
Prozef3 der Integration und der Differentiation mit dieser Gleichung auf allgemeine Art mit-
einander verknupft ist:

Integrieren ist die Umkehrung des Differenzierens

Integrieren bedeutet nach dieser Formel daher nichts anderes, als digjenige Funktion F(x) zu
finden, die differenziert die zu integrierende Funktion f(x) ergibt. Diese Tatsache erleichtert
daher sehr die Auswertung der Summenformel, die wir als Integral Gber f(x) definiert hatten,
dawir sie offensichtlich gar nicht bendtigen. Wie wir noch sehen werden, kann man die
Grundintegral e im wesentlichen dadurch gewinnen, dal3 man die Tabelle der Ableitungen
»ruckwarts* liest. Diese Vorgehensweise ist naturlich viel einfacher als die Berechnung des
Grenzwertes einer Summe mit unendlich vielen Gliedern.

Unbestimmtes I ntegral:

F/()=f(x) =  F(X)=[fQd +C

Dadas Integrieren die Umkehrung des Differenzierens ist, miissen wir berticksichtigen, daf3
beim Differenzieren additive Konstanten wegfallen. Das bedeutet, wir missen bei der Um-
kehrung daran denken, diese wieder hinzuzufligen. Dies mag im Augenblick sehr spitzfindig
erscheinen, aber ohne diese , | ntegrationskonstante® wére die gesamte Integralrechnung ab-
solut sinnlos, wie wir noch sehen werden.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Die Grundfunktion F(x) besitzt eine stetige Schar von Stammfunktionen

F() =] f(x)dx+C Ce R
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Bestimmen der ,, Integrationskonstante” C beim bestimmten Integral:

a b
Fo)=[f(dx ;  Fe@)=[f(xadx + C ; Fo(b)=[f(x)dx + C

F(b)-F(a) =? f(x)dx—?f(x)dx

C

b
b
JF0oax = Fod) - Fo(a) = Fo()|

(Regd 2)

(Regel 3)

Die Tatsache, daf3 die Integralrechnung die Umkehrung der Differentialrechnung ist, kann
man ausnutzen, um die sogenannten Grundintegrale zu ermitteln. Hierbel , liest* man die
Gleichung der Ableitung einer Funktion ,,von links nach rechts":

Hier einige Beispiele:

n+1
F(x) = 1 = F’(x) = x"
F(x)=Inx = F’(x) =§
F(x) =In(-x) = F’(x) =§

Aus den beiden vorhergehenden Formeln ergibt sich:
F(x) =In| x| = F’(x):%

Weiterhin:
F(x) =sinx = F’(Xx) = cosx
F(x) =¢e* = F’(x) =e*
F(x) = arcsinx = F (x) = !

1-x?

Xn+1
J-x“dx= +C
n+1
1
I—dx=|nx+C
X
1
I—dx=|nx+C
X

_[%dx:ln‘xhc

jcosxdx: sinx+C

jexdx: e*+C

dx ,
I =arcanx+C
1- x2

Fur stickweise stetige oder definierte Funktionen f(x) mul3 die Integration auf die Teilgebiete
beschrankt und gemél3 Regel 5 das Ergebnis berechnet werden.
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4.2 Methoden der analytischen Integration

- Differentialrechnung: Alle Funktionen, die elementar zusammengesetzt sind, fuhren
durch die Differentiation wieder auf elementare Funktionen

- Integralrechnung: Die Integration von el ementar zusammengesetzten Funktionen fuhrt
nicht zwangsaufig auf el ementare Funktionen. Falls dies nicht mdglich ist, spricht
man von nicht geschlossen |6sbaren Integralen.

Ausweg: Potenzreihen, numerische I ntegration. Zu diesen in der Praxis sehr wichtigen
Methoden finden spezielle Vorlesungen stat.

Selbst sehr einfach strukturierte Funktionen lassen sich oft nicht geschlossen integrieren, hier
einige Beispiele:

Isinx _ dx
Inx

; Isinxzdx ; Ie‘xzdx
Ziel analytischer I ntegrationsverfahren:
Die Integrationsverfahren sollen helfen, zu integrierende Ausdricke auf Grundintegrale

zurtckzufthren, die durch , Rickwértslesen der Differentiationstabelle definiert sind.

4.2.1 Integration durch Substitution

4.2.1.1 Grundlagen der Substitutionsmethode
Gegeben sal eine stetige Funktiony = f (2) im Intervall [a, b]:

F2=]f(2dz

Weiterhin sei im selben Intervall eine differenzierbare Funktion z= ¢ (x) gegeben. Wir trans-
formieren nun das Integral von der Variablen z auf die Variable x tUber die Substitution

z= ¢ (X). Wir missen dabel beachten, dal? jeder Ausdruck von z durch x ersetzt werden muf3.
Insbesondere vergessen Ungelibte ,, gerne®, das Differential dz ebenfalls zu transformieren:

de i T , Znin = (Xmin)
dz=— ok = Z{ f(x)dz_xjf(go(x))-go dx BRAA

= Fo(Zmax) — Fo(Zmin) = Fo(@(Xmax)) — Fo(@(Xmin))

Weiterhin muf3 beachtet werden, dal3 bei der Substitution die Grenzen gemal} der
Substitutionsformel ebenfalls transformiert werden missen!

Als unbestimmtes Integral:

[f(2)dz=[f(p(x)) ¢/(x)dx
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Diese Substitution kann in 2 Richtungen ,, gelesen” werden. Liegt die rechte Seite vor, so
kann man die linke Seite erzeugen und umgekehrt. Man achte insbesondere darauf, wennim
Integranden eine Funktion ( hier f(...) ) auf eine andere Funktion ( hier ¢(x) ) angewendet wird
und dieses mit der Ableitung von ¢(x) multipliziert wird. Das ist die rechte Seite dieser Glei-
chung. Die Substitution z= ¢ (x) fihrt zur linken Seite, die oft sehr viel einfacher ist. Man
benutze diese Formel entsprechend flexibel!

Beispidl:
Umkehrung:

| = JIn(sinx)-cosxdx ; f(..)=1In(...); @X)=sinx ; ¢ (X)=cosX ;

Hier empfiehlt sich offenbar die Umkehrung mit z= ¢(x):
Zz=sSnx ; dz= cosxdx

I=IInzdz=z-Inz—z+C
=gnx-In(snx) — sinx + C

1+ 41+ 2x
2) I= Substitution: +V1+2x =t
) j 2+ 41+ 2x

= dx=t-dt

1
“odirax 2%
|._j5il t.dt —-jt+t2dt - j dt+—j———dt

Polynomdivision des 1. Integrals:

t+(2+t)=l—% 5

+ N P P

(t42) . |1_j@.2+t}n t—2In(2+t)
~2

Polynomdivision des 2. Integrals:

4
2 - _ [
t - (2+t) =t 2+2 " | 2 jt—2+ 4 .
t2+ 2t 2= oy 2+t
-2t = t2
= —-2t+4In(2+t
-2t-4 2 (2+1)
4

Die Gesamtl6sung ergibt sich zu:
2
I =% —t + 2In(2+t) + C = %(1+2x) — V1+2x+In2++1+2x)% + C

Fur das bestimmte Integral gilt die obige Gleichung analog:

b 9(b)
[ f(x)dx="]t(g(2)) g'(z)dz x=9(z)
a g(a)
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4.2.1.2 Beispiele fur Substitutionen

Dierichtige Wahl der Substitution ist nicht immer leicht. Grundsétzlich gilt nattrlich, daf3
jede Substitution im Prinzip erlaubt ist. Allerdings sollte die Substitution eines Integrals die
Eigenschaft besitzen, die Integration leichter oder vielleicht sogar erst moglich zu machen. Es
gibt alerdings einige,, Standardfall€", in denen man die erfolgreiche Substitution sicher vorab
erkennen kann. Hier einige Beispiele fir solche Substitutionen:

4.2.1.2.1 Integrale vom Typ F(x)=Jf(ax+b)dx
z-b
Qubst.: z=ax+b = dz=a-dx ; X=T
dz 1
FR=[f@— > F@=2[t@w
Beispiel: f(x) =In(2x+1)
F(x):_[ln(2x+1)dx ; z=2x+1 = dz =2 dx

F(x) :%jlnz dz:%-[z-lnz—z] :%-[(2x+1)|n(2x+1)—(2x+1)]

4.2.1.2.2 Integrale vom Typ F(x) = J f (x,vaz—x?) dx
Durch die Substitution
X=a-sinz = dx=a-coszdz ; ae R=const.

kann man die Wurzel im Integral beseitigen:
Jaz—x2 = /a2-a? sin2z = a-/c0s?z = a- coSz
und man erhdlt ein Integral, welches nur trigonometrische Funktionen enthalt:

F(2) = j f(a-sinz,a-cosz) - a-cosz dz
f(X) dx
Integrale diesen Typs werden im Folgenden behandelt.

4.2.1.2.3 Integrale vom Typ F(x) = J f (X,4/@2 + x2) dx
4.2.1.2.4 Integrale vom Typ F(x) = J f (X,4/X2 — a2) dx

4.2.1.2.5 Integrale vom Typ F(x) = '[ f (X,/ax2 + bx + ¢) dx

af’(x)
4.2.1.2.6 Integrale vom Typ F(x) = I W dx
4.2.1.2.7 Integrale vom Typ F(x) = I f(p(X))- @ dx

4.2.1.2.8 Integrale vom Typ F(x) = J- f (sinx,cosx, tanx) dx
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Die Substitutionen fur diese Typen finden Sie in der Eormelsammiung.

4.2.2 Partielle Integration

Wir wollen uns nun die Differentialrechnung, insbesondere die Produktregel ndher ansehen,
ob man aus dieser Regel nicht Nutzen fur die Integralrechnung ziehen kann.

Die Situation sei folgende:

u(x), u'(x) , v(x) sowieVv'(x) seien im Intervall [a, b] existent und stetig. Dann gilt die
Produktregel der Differentialrechnung:

d(u-v) = % V + U % Multiplikation mit dx
dx  dx dx P =
du dv , ,
d(u-v) = v-&-dx + u-&'dx = v-u'dx + u-v'dx

Nun integrieren wir auf beiden Seiten:
*) uv = jv-u’dx + Ju-v'dx
Benennen wir die Funktionen um:

uw=~FfXx; v=9gXx ; = u-v = H f(x)dx]-g(x) = mitGl.(*):
[ fooa-g00 = [ a0 fodx + [ [ [ f(xdx]-g7(x)dx

Diese Gleichung stellen wir um:

(+4) [ a0 fooax = [[ foax g0 - [[] foax] g0 ax

Gehen wir nun davon aus, daf? sich der Ausdruck

(***) [ f(odx

direkt integrieren |&3t, so konnen wir durch die Gleichung (**) Integranden umformen, in
denen Funktionen durch Produkte verkntpft sind. Auf der linken Seite dieser Gleichung steht
das Integral Uber das Produkt der Funktionen g(x) und f(x). Der erste Term auf der rechten
Seite enthélt kein Integral mehr (wegen (***) ), nur der zweite Term enthat noch ein nicht
gelostes Integral. Diese Formel mag im Moment sehr undurchsichtig und verwirrend erschei-
nen. Der Nutzen ist sicherlich auch im Augenblick nicht so ganz versténdlich. Man kann sich
diese Formel jedoch als Analogon zur Produktregel der Differentialrechnung vorstellen.
Durch diese Formel lassen sich Integrale Uber Produkte von Funktionen vielfach in einfachere
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Darstellungen bringen. Wir werden an einigen Beispielen die Anwendung von (**) kennen-
lernen. Mit etwas Ubung werden auch Sie sicher Nutzen aus ihr ziehen konnen!

Diese Umformung nennt man , partielle I ntegration”, weil der erste Term auf der rechten
Seite , teilweise” (partiell) integriert wird. Hier ist die Integration so durchgeftiihrt worden, al's
sei g(x) ein konstanter Faktor. Der zweite Term ist dann so interpretierbar, dal3 er diesen

» Fehler" wieder , korrigiert”.

Fur bestimmte Integrale nimmt die Formel (**) die entsprechende Form an:

b b
g feaax = [[f0ax-gx| -

a

[ f0ax] g7 (x)

Q —T

Das Prinzip der partiellen Integration:

Lg’(_ﬁ)&)dx = [ tod-g00 - [[[ f(x)dxb;(j)dx =

integrieren ﬁ i
differenzieren
Nun einige Beispiele:
J X-sin xdx = X(—cosx) — I (—cosx) - 1 dx
= — XCO0SX — (—sinx) + C = —xcosx + snx + C

Wir haben hier f(x) = sin x und g(x) = x gewahlt. Da Produkte vertauschbar sind, haben wir
die freie Wahl, welche Funktion f(x) und welche g(x) sein soll, wir missen uns also nur mer-
ken, welche Funktion integriert und welche differenziert wird. Auf diese Weise kann man
sich die Formel der partiellen Integration gemal3 obiger Prinzipskizze viel besser einprégen!
Weiter unten werden wir diskutieren, wie wir diese Wahl sinnvoll treffen kénnen. In diesem
Fall haben wir also im ersten Term x konstant gehalten und nur sin x integriert. Diesen ,, Feh-
ler* haben wir dann dadurch , korrigiert®, dal3 wir das Integral Uber das, was wir integriert
hatten (hier: - cos x) multipliziert mit der Ableitung dessen, was wir konstant gehalten hatten
(hier: x), gebildet haben. Wir haben mit dieser Umformung (,, partielle Integration®) einen
Integralausdruck berechnet, den wir bisher ohne dieses,, Tools* nicht berechnen konnten.
Dies zum Nutzen dieser Umformung.
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Wenn wir uns die Formel zur partiellen Integration genauer ansehen, dann stellen wir fest,
daid eine Funktion (in der Formel die Funktion f(x)) integriert, die andere abgeleitet wird (hier
9(x) ). Diese Erkenntnis sollte uns bel der Wahl, welche Funktion wir integrieren ( aso f(x)
zuordnen ) und welche wir ableiten (also g(x) zuordnen), helfen. In vielen Fallenist es gin-
stig, die Funktionen, die sich durch Ableiten sehr stark vereinfachen, als g(x) zu nehmen. Zu
dieser Gruppe gehdren z.B. die Polynome, wie wir im Beispiel gesehen haben. Diese Formel
darf natUrlich auf das verbleibende Integral nochmals angewendet werden. Versuchen Sie es
mal mit der Aufgabe

F(x) = J-x2~sinxdx

Hier ist es sicher sinnvoll, x? abzuleiten und sin x zu integrieren, obwohl |hnen im Augen-
blick vielleicht die umgekehrt Wahl angenehmer erscheint.

Bleibt noch nachzutragen, dal3 die Wahl, welche Funktion f(x) bzw. g(x) zugewiesen wird, nur
eine Frage der , Geschicklichkeit” ist, da das verbleibende Integral sich leichter |6sen lassen
soll, als das Ausgangsintegral. Auch wenn man ,,ungeschickt* gewahlt hat, bleibt die Umfor-
mung mittels partieller Integration vollkommen richtig, sie mag nur zur Losung des Integrati-
onsproblems nicht nitzlich sein.

Nehmen wir uns noch weitere Beispiele vor, um zu sehen, welche Strategien man mit dieser
Formel erfolgreich verfolgen kann:

2

X x2 1 X2 x2
*)F(X) = _[x-lnxdx: > Inx—_[?-;dx:

— Inx = — + C
2 4

Hier haben wir ein Beispiel daflr, dal3 es nicht immer glinstig ist, ein Polynom (in diesem Fall
das Polynom P(x) = x) als die Funktion anzusehen, die abzuleiten ist. Die Einsicht, dal3 man
das Integral Uber In x nicht kennt, fihrt zu dieser Wahl. Ein Experte, fur den dieses Integral
kein Problem darstellt, konnte hier sich eventuell zunéchst ,, ungeschickt” entscheiden. Nun
wollen wir zum ,, Experten* aufsteigen und uns die Aufgabe

F(x) = jlnxdx

stellen. Sie werden mdglicherweise einwenden, dald in diesem Fall gar kein Produkt vorliegt.
Uberzeugen wir uns vom Gegenteil:

1
Eix) = J-l-lnxdx = X-lnx — J-x-—dx = Xlnx - x+ C =
(**) X
j Inxdx = x(Inx — 1) + C

Man muf also mit dieser Methode die Kreativitdt spielen lassen. Falls man feststellt, dal eine
Wahl nicht zum gewlnschten Zidl fuhrt, versuche man es mit der anderen Moglichkeit. Ver-
suchen Sie nun, die Aufgabe (*) in umgekehrter Reihenfolge anzugehen, indem Sie die For-
mel (**) als bekannt voraussetzen! Leider bleibt festzustellen, dal3 nicht jedes Problem mit
dieser Methode | Gsbar ist.
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Sehen wir uns ein weiteres Beispiel an:
. 1 . 1
I(x) = Jeax-smbxdx = —e.gnbx — _[—eax-bcosbxdx =
a a

1 . b
= geax-smbx - g.[ e . cosbx dx

Wir haben nun ein Restintegral erhalten, welches wir so ohne weiteres nicht 16sen kénnen.
Versuchen wir, die partielle Integration auf das Restintegral anzuwenden:

1109 = | e cosbxdx = ~ e cosbx — | e (~bsinbx) dx =
= 1eax-cosbx + 9_[ e .sinbx dx
a a

Setzen wir dieses Ergebnisin die obige Gleichung ein, so erhalten wir:

[(xX) = _[eax-sinbxdx = 1e"""-sinbx - Jlfax-bcosbxdx =
a a

= Ee""x-sinbx - b[1e"3‘x-cosbx+bje"""-sinbxdx]:
a al a a

Q|

. b b2 .
eX.sinbx — —Zeax-cosbx - a—zf e .gnbxdx
a

Man konnte angesi chts dieses Ergebnisses zur Uberzeugung gelangen, dal hier die partielle
Integration nicht zum Ziel fuhrt, da das Restintegral dasselbe ist wie das Ausgangsintegral.
Wir haben scheinbar nichts gewonnen und sind ,,im Kreis* gegangen. Dies sieht aber nur so
aus, wenn man das Resultat zu oberflachlich betrachtet. Sehen wir genauer hin:

2
I(x) = [e®.sinbx dx = 1 ea gnbx — 2 e . cosbx — b® [ e®.sinbxadx
a 2

a2
Restintegral

Wir haben tatsichlich das Ausgangsintegral auf beiden Seiten erhalten! Wir kdnnen nun
das Restintegral auf die linke Seite bringen:

b2 _ 1 . b
I(x) =1+ _[eax-smbxdx = —e®.snbx — —e® cosbx =
a a a
. b2 ' 1 . b
[(x) = jeax-snbxdx =11+ — ~e®.snbx — e .cosbx| =
a a a
[a gy - P eocom]
=22 1 12 287 sinbx — 5 e -coshx =
(9 = | e -sinbxd e*[a-sinbx — b-cosbx |
X) = | eX.dnbxdx =
a? + b?

Wir haben nun die verschiedenen Grundstrategien der Umformung mittels partieller Integra-
tion an einigen Beispielen gesehen. Wenn Sie sich die Grundidee nochmal deutlich machen
und einige Ubungsaufgaben selber bewdltigt haben, wird diese Methode sehr transparent und
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Ubersichtlich werden, auch wenn sie jetzt noch sehr unklar und vielleicht sogar etwas geheim-
nisvoll wirkt.

4.3 Uneigentliche Integrale

Bisher: I ntegrationsintervall und der I ntegrand waren beschrankt

In der Physik und Technik sind beide V oraussetzungen manchmal verletzt. Trotzdem lassen
sich oft sinnvolle Integrale bilden. Diese heil3en uneigentliche Integrale. Es existieren ver-
schiedene Varianten dieses Typs:

1) Integrale Uber beschrénkte Funktionen, aber mit unbeschrankten Intervall
b
| = lim [ f(x)dx
b— a

Wenn dieser Grenzwert existiert, heil3t er konvergentes uneigentliches Integral von f(x) Gber
das Intervall [ a,e [. Existiert kein Grenzwert, heif¥ das Integral divergent.

Schreibweise:

= f(x)dx
a
Bsp.:
b
-1 b 1 1
lim _[e‘axdx = Iim(—e‘ax)‘ = — lim (1—e—ab) = = fira>0!
b—eo ) b\ & 0 absw a
® dx 1 ( 1
x@ " 1malpte
1
1 1 1 1
; — _ = — [-1 = — fur-1+ >0 >1
b“_[rl |:1—05(b‘1+“ ﬂ 1—a[ ] a1 ai=da

2)  Integrale Uber unbeschréankte Funktionen

b-¢
I = lim If(x)dx asx<b-¢

e—>+0 a

f (X) sei im gegebenen Intervall beschrankt und integrierbar. Existiert der Grenzwert, so heilt
dieser konvergentes uneigentliches Integral von f (x) Uber [a, b]. Dann kann man auch

| = f(x)dx

Q —— T

schreiben. Falls der Grenzwert nicht existiert, heif3t | divergentes uneigentliches Integral.
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Beispiele:
1
f(X)=— igstfir 0<x<1-¢; O<ex<1l
(x) e
beschrankt und stetig und daher integrierbar.
YE O x
| = =arcsin(l- &) —arcsin(0
J i = oin- o) -
lim [arcsin(l—¢)] = arcsin(l) ==
e—+0 2
f(x):r 0<x<1l-¢ ; O<exl1
1-¢ dx 1—¢
| = | — = [In(1-X = |lnge
[ 57y = a0l
lim Ine existiert nicht =  DaslIntegral ist divergent!
e—+0
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Liegen Unstetigkeitsstellen im Integrationsintervall, so mufd das Intervall aufgeteilt werden:

c—€ b
I, = _[ f (x) dx :
a c+é€
Existieren beide Grenzwerte, so gilt:
I = lim[l,] + lim[I5]
-0 -0

oder

Tf(x)dx = jf(x)dx + j).f(x)dx

I = [ f(xdx

y

ol--—-—--



